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Exercice 1. (6 pts) Un fabricant prépare des films de protection d’écran pour téléphones portables. Il

retient trois longueurs pour la diagonale des écrans (et donc pour les films), 4 pouces, 4,7 pouces et 5
pouces. On se limite ici aux possesseurs d"un téléphone avec une de ces trois tailles d’écran.

Une étude de marché indique au fabricant que les écrans de 4 pouces équipent 30 % des téléphones.
Cette étude lui indique aussi que 30 % des possesseurs d’écran 4 pouces ont une protection d’écran.
C’est aussi le cas de 25 % des possesseurs d’écran 4,7 pouces et de 40 % des possesseurs d’écran 5
pouces.

1. Sachant que 34 % des possesseurs de téléphone possédent une protection d’écran, calculer le
pourcentage de possesseurs d’écran de 4,7 pouces et le pourcentage de possesseurs d’écrans de 5
pouces.

2. On considere un possesseur de protection d’écran. Calculer la probabilité qu’il possede un téléphone
avec un écran de 5 pouces.

3. On consideére maintenant une personne possédant une protection d’écran et dont le téléphone n’a
pas un écran de 4,7 pouces. Calculer la probabilité qu’elle posséde un téléphone avec un écran de
5 pouces.

Solution de l’exercice 1

On définit les événements suivants (1 pt) :
— A, :”La personne a un téléphone avec un écran de 4 pouces.”
— Ay 7:”La personne a un téléphone avec un écran de 4,7 pouces.”
— As : "La personne a un téléphone avec un écran de 5 pouces.”

avec
P(A4) + P(As7) + P(As) = 1. (1)

— PR :”La personne a un téléphone avec protection d’écran”
Onaalors: P(A,) = 0.3; P(PR/A,) = 0.3; P(PR/Ay7) = 0.25; P(PR/A5) = 0.4.

1. (2pts) On a P(PR) = 0.34. D’autre part d’apres la formule des probabilités totales on a :
P(PR) = P(PR/A4)P(A4) + P(PR/As7)P(As7) + P(PR/A5)P(As5) @)
de (1) et (2), on a le systeme d’équations suivant :

P(Ag7) + P(A5) = 0.7
0.34 = 0.09 + 0.25P(Ay7) + 0.4P(As)

Donc

P(As7)+ P(A5) =0.7
P(Ay7) +1.6P(A5) =1

en résolvant ce systeme on obtient : 0.6 °(A5) = 0.3 Donc P(A4;) = 0.5 et donc P(A47) =0.2.
P(PR) 0.4

2. (1.5pts) On cherche P(As/PR)) = ~ 0.59



3. (1.5pts) On cherche a calculer P(A5/PRN Ay 7).
Or Ay7 = A U As. donc P(As/PRN Ay7) = P(As/PRN (A4 U Aj)) =
D’autre part, on a 'événement " A; N [PR N (A4 U A3)]” qui s’écrit :
AsN[PRN(A4UA;5)] = (AsNA;NPR)U(As N PR) = As N PR.

(Du fait que A, et A5 qui sont incompatibles).
En remplagant dans la formule de Bayes, on obtient :

P(As N [PRN (A4 U As)])
P(PRN (A UA35))

. P(AsnPR) P(PR/A5)P(4s5)
PUASTPROA) = bR (4,0 Ay) — P(PR/A)P(As) + PIPR/A)P(Ay)
0.4 x0.5
~ 0.69.

T 04x05+03%x03

Exercice 2. (4 pts) On transmet un message composé de n symboles binaires 0 ou 1. Lors de la trans-

mission, chaque symbole est perturbé avec la probabilité p et se transforme alors en symbole opposé.
Par précaution, le message est transmis deux fois. Si les deux messages transmis coincident, 1'infor-
mation est considérée comme correcte.
1. Avec quelle probabilité le i*"® symbole du premier message transmis est-il identique au "¢ sym-
bole du deuxiéme message transmis ?

2. Avec quelle probabilité les deux messages transmis sont-ils identiques ?

3. Trouver la probabilité pour que, malgré la coincidence des deux messages, 1'information s’avére
erronée. (Application numérique : n = 100, p = 0.001).

Solution de l’exercice 2

Soient M' = (s1,83,-++ ,st,-- ,s:) et M? = (s1,83,--- ,s?,- -+, s2) les messages regus apreés premiere et
deuxiéme transmission.

On définit les événements suivants :

Al :” Le ieme symbole du premier message a été perturbé”. Avec P(A}) = p.

A?:” Le ieme symbole du second message a été perturbé”. Avec P(A?) = p.

I : "Les deux messages sont identiques.” <= M"' = M?,

C': "Le message est correct.”<=> C :"Le message est erroné”.

1. (1pt) On cherche a calculer P(”s} = s?”). Or I'événement "s; = s?” veut dire que soit les deux
symboles n’ont pas été perturbés tous les deux, soit ils ont été perturbés tous les deux.
Autrement-dit, I'événement ”s; = s;” peut s’écrire (4; N A7) U (4] N A7),

D'od P("s! = s2") = P(AL N A?) + P(Al N A2) — P((A} 1 A2) 1 (A} 0 A2)).
Mais P((A} N A?) N (Al n A2)) =0, donc
P("st = s¥) = P(A} N A%) + P(Al N A2)
= P(A})P(A) + P(A)P(A})
=p'+(1-p)’

AN.: P(7s! = s2") = 0,998002.

2. (1.5 pts) On cherche a calculer P([), or I’événement I peut s’écrire
I:7st=s%etsl=sket - sl =527
Comme les bits sont perturbés de maniere indépendante, on a

P([) — P(”S% — 8%77) X P(”S% — 83”) X oo X P(”Sl — 8277)

n
[ Pest =)
i=1

=P+ (1 -p?*)"
AN.: P(I) = (0,998002)'% ~ 0, 819.



3. (1.5 pts) On veut calculer P(C/I). D’apres le Théoréme de Bayes, on a

P(INC)

P(O/T) = =5 0

€)

D’autre part, on peut décomposer 1'événement I sur le systeme complet {C, C'} :
I=INnC)u(InC)= P(I)=PINC)+PUINC)= P(INC)=P(I)—-PINC)

Or, C = I car un message correct implique que M' = M?. Donc I NC = C,
avec P(C) =P [(A1nAin---nA)NAINAZN---NA2)] = (1-p)™.
En remplagant dans 3, on obtient

P(C) (1—p)™

PEID == 5@ = " mra-p

AN.: P(C/I) =~ 0.0001,

Exercice 3. (5 pts) En supposant que les bénéfices quotidiens d'un magasin admettent la distribution
normale de moyenne 1000 et d’écart-type 150, déterminer :

a) la probabilité d’avoir un bénéfice supérieur ou égal a 1250.

b) la probabilité d’avoir un bénéfice compris entre 1050 et 1450.

c) le minimum du bénéfice que le magasin va réaliser a un taux de 15%.

Solution de l’exercice 3

Soit X la V.A qui représente les bénéfices quotidiens du magasin. X ~ N (1000, 150).
X — 1000 - 1250 — 1000

1. (1.5 pts) On a P(X > 1250) = P( ) = P(Z > 1.66) = 1 — I1(1.66) =

150 150
X — 1000
485.o0u 4/ = ——— ~ N(0,1).
0,0485. ou 150 (0,1)
1050 — 1000 1450 — 1000
2. (1.5 pts) P(1050 < X < 1450) = P (T <Z< T) = I1(3) — 11(0.33) = T1(3) —

(1 —TI(0.67)) = 0.999 — 1 + 0.7486 = 0, TAT6.
3. (2pts) On cherche a tel que P(X > a) =0.15.0n a

—1 —1
P(X>a):1—P(X<a):0.15:>P(X<a):P(Z<%):H(aT(?OO):O.%

D’apres la table de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, on a
a — 1000

O 1.04. Par conséquent on a a = 1000 + 1.04 x 150 = 1156.

Exercice 4. (5 pts) Soit un couple de variables aléatoires discretes (X,Y) tel que Dy = {—1,0,1} et

Dy ={0,1,2} dont la loi jointe est donnée par le tableau suivant :

Y ol 112 1. Déterminer la valeur de a.

2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

3. Calculer l'espérance conditionnelle de Y/ X < {0, 1}.

@)
)
s
Q

1 a|l 0 |3a 4. Etudier I'indépendance des variables X et Y.




Solution de l’exercice 4

1
1. @pt)Ona >, > p(r,y)=10a = 1. Par conséquent a = —.
ze€Dx yeDy 10

2. (1 pt+1pt) Les lois marginales de X et Y s’obtiennent par
- p(ZE) = P<X = l’) = Z p(x,y),‘v’x € Dx.

yEDy
-ply) =PY =y)= > plz,y),Vy € Dy.
ze€Dx
On obtient alors :
1 . 3 .
= siz =20 = siy=1
px(x) = 2 . py(y) = }0 .
£ siz=1 3 siy=2
0 sinon 0 sinon

3. (1 pt) La loi conditionnelle de Y/ X € {0, 1} s’écrit comme suit :

py/x e {01y = LXOXE{01)  Ple=0y+P@=1y)

P(X €{0,1}) Plx=0)+ Pz =1)
Donc P(Y/X € {0, 1}) s’écrit
x siy=0
1 .
10 S1Yy = 1
2 Co
£ siy=2
0 sinon
) 1 1 2 9
Par conséquent E(Y/X € {0,1}) = > yp(y/X € {0,1}) =0x —4+1Xx —+2x - = —.
B, 10 10 5 10

4. (1 pt) On peut facilement voir que les variables X et Y ne sont pas indépendantes puisque :

PM:—LY:Q:%%PM:—DXHYzmz%.



